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Sazˇetak
U ovome radu je prikazano koriˇstenje programa otvorenog koda kako bi se na jednos-
tavan i jeftin nacˇin moglo modificirati konacˇne elemente za primjenu u analizi kons-
trukcija. Naime, komercijalni programi su cˇesto vrlo zatvoreni za implementaciju no-
vih elemenata, te se mogu koristiti samo oni elementi koje posjeduje programski paket.
Object Oriented Finite Element Solver (OOFEM) je besplatni program za analizu meto-
dom konacˇnih elemenata sa objektno orijentiranom arhitekturom. U radu su prikazane
moguc´nosti OOFEM-a, problemi, analize, domene, elementi koji se mogu rjesˇavati i
koristiti, te njegova orijentiranost ka jednostavnoj nadogradnji. Koriˇstenjem znanja iz
metode konacˇnih elemenata, te upotrebom pogodnosti OOFEM-a, u program je imple-
mentirano nekoliko vrsta elemenata za analizu konstrukcija. Implementirani su elementi
za ravninsko stanje naprezanja, element plocˇe i elementi ljuske. Svi elementi su testi-
rani na njima prikladnim testovima, a takoder je dana i usporedba rjesˇenja modela krila
sa Nastran-om. Temeljem studija konvergencije na razlicˇitim testovima, izvedeni su
zakljucˇci o primjenjivosti pojedinih formulacija konacˇnih elemenata implementiranih u
program OOFEM za analizu konstrukcije krila.
Kljucˇne rijecˇi: MKE, OOFEM,linearno-staticˇka analiza, studija konvergencije
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Summary
Shown in this thesis is the usage of open source code for simple and cheap improvement
of finite elements for structural analysis. Commercially available finite element method
solvers are often very restrictive regarding implementation of new elements, and only
elements provided by the solver are available for usage. Object Oriented Finite Element
Solver (OOFEM) is a free finite element code with object oriented architecture. This
thesis shows possibilities of OOFEM, problems, analyses, domains, elements that can
be solved and used, and its orientation to extensibility. Using finite element method
knowledge, and using OOFEM capabilities, several structural analysis finite elements
were implemented. Plane stress, plate and shell elements were implemented. All ele-
ments were tested on suitable tests, and also a comparison of a wing model results with
Nastran is provided. Using convergence studies on different tests, conclusions regarding
applicability of certain finite elements, implemented in OOFEM, for wing structural
analysis are provided.
Keywords: FEM, OOFEM, linear-static analyisis, convergence study
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1 Uvod
Komercijalni programi za rjesˇavanje problema metodom konacˇnih elemenata su cˇesto
vrlo zatvoreni za prosˇirivanje koda od strane korisnika. Stoga je korisnik ogranicˇen
samo na konacˇne elemente ponudene programskim paketom kojeg posjeduje. Programi
otvorenog koda, s druge strane, omoguc´uju krajnjem korisniku jednostavnu moguc´nost
prilagodbe programa za njegove potrebe. Sve vec´i broj korisnika, izazvan financijskim
aspektom, ali i moguc´nostima programa otvorenog koda, odabire ih za koriˇstenje, te se
oni na taj nacˇin ubrzano razvijaju.
Object Oriented Finite Element Solver (OOFEM) je program otvorenog koda cˇije moguc´nosti
nisu ispitane u podrucˇju analize zrakoplovnih konstrukcija. Program se ubrzano razvija,
te se konstantno javljaju novi elementi za analizu konstrukcija. Kako bi se OOFEM
primjenio za analizu zrakoplovnih konstrukcija, potrebno je provesti analizu trenutnog
stanja OOFEM-a, implementiranih elemenata, njihovih moguc´nosti, kao i moguc´nosti
nadogradnje programa. Kako bi se analizirala konstrukcija krila, potrebno je napraviti
element ljuske, na nacˇin da su prethodno implementirani elementi za ravninsko stanje
naprezanja i plocˇe spojeni u novi element. Potrebno je provesti testiranja elemenata na
pogodnim testovima kako bi se potvrdila njihova valjanost, te primjeniti elemente za
analizu jednostavne konstrukcije krila.
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2 OOFEM
Object Oriented Finite Element Solver (OOFEM) je besplatni program za analizu
metodom konacˇnih elemenata (MKE) sa objektno orijentiranom arhitekturom, koji se
koristi za rjesˇavanje mehanicˇkih, transportnih i problema dinamike fluida, koji radi na
razlicˇitim operativnim sustavima.[5]
Program je razvijen zbog ogranicˇenja postojec´ih komercijalnih programa. Naime, oni
cˇesto pruzˇaju set korisnicˇki definiranih podrutina, koje se mogu korisiti kako bi se
prosˇirile moguc´nosti paketa u odredenom podrucˇju. No, implementacija u potpunosti
novog konstitutivnog modela je u prinicipu jako tesˇka ili nemoguc´a. S druge strane,
programi otvorenog koda cˇesto pate od nejasne strukture podataka, losˇe strukture pro-
grama ili nedovoljne dokumentacije.
OOFEM je razvijen kao program koji ima sposobnosti kontinuiranog razvoja, neo-
granicˇene moguc´nosti nadogradnje, podrsˇke za timski rad, robusnosti i upotrebe na
razlicˇitim sustavima. Glavni ciljevi su sljedec´i:
• otvoreni kernel - dizajn kernela i implementacija mora biti predvidena za sˇiroki
stupanj nadogradnje. Ovo mora vrijediti i za dizajn pojedinog modula.
• struktura programa mora biti u skladu sa modularnim dizajnom. Ovo je jako
vazˇno za podrsˇku timskog rada.
• kod se mora moc´i lako odrzˇavati i mijenjati.
• upotrebljivost na razlicˇitim platformama je vazˇan i prirodan zahtijev.
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• racˇunalne performanse slicˇne programima napisanim u Fortran-u ili C-u.[1]
2.1. Osnovne moguc´nosti programa
OOFEM nudi razne moguc´nosti upotrebe zbog tri vrste problema koji se njime mogu
rjesˇavati, mnosˇtva analiza, elemenata i materijala koji se njime mogu opisati.
2.1.1. Analize
Trenutno, analize koje su podrzˇane su sljedec´e:
• linearno-staticˇka analiza
• analiza linearne stabilnosti
• analiza vlastitih vrijednosti dinamicˇkih sustava
• direktna eksplicitna nelinearna analiza dinamicˇkih problema
• linearna eksplicitna analiza dinamicˇkih problema
• direktna implicitna analiza linearnih dinamicˇkih problema
• inkrementalna linearno staticˇka analiza
• nelinearno-staticˇka analiza
• adaptivna linearno-staticˇka analiza
• adaptivna nelinearno-staticˇka analiza
• stacionarni transportni problem
• nelinearni tranzijentni transportni problem
• tranzijentni nekompresibilni tok-CBS algoritam
• tranzijentni nekompresibilni tok-SUPG/PSPG algoritam
• staggered analiza.[6]
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Prikazane analize se odnose na sve tri moguc´nosti primjene programa, dakle probleme
mehanike fluida, transportne i mehanicˇke probleme. U ovom radu bitni su mehanicˇki
problemi, stoga su zanimljive analize koje se na njih primjenjuju, a to su linearno-staticˇka
i nelinearno-staticˇka analiza.
2.1.2. Domene
Domene se koriste kako bi rijesˇile postavni broj stupnjeva slobode u cˇvoru i njihovo
fizikalno znacˇenje.
Postoje sljedec´i tipovi domena:
• 2dPlaneStress - deklarira 2 stupnja slobode po cˇvoru (u-pomak, v-pomak)
• 2d-Truss - deklarira 2 stupnja slobode po cˇvoru (u-pomak, v-pomak)
• 3d - deklarira 3 stupnja slobode po cˇvoru (u-pomak, v-pomak, w-pomak)
• 2dMindlinPlate - deklarira 3 stupnja slobode po cˇvoru (w-pomak, u-rotacija, ϕy-
rotacija)
• 3dShell - deklarira 6 stupnjeva slobode po cˇvoru (pomaci i rotacije za svaku os)
• 2dBeam - deklarira 3 stupnja slobode po cˇvoru (u-pomak, w-pomak, ϕy-rotacija)
• 2dIncompFlow - deklarira 3 stupnja slobode po cˇvoru (u-brzina, v-brzina, tlak).[6]
2.1.3. Vrste elemenata
Kao i u ostalim slucˇajevima, i elementi u programu OOFEM se dijele u 3 skupine:
• Elementi za analizu konstrukcije
• Elementi za transportne probleme
• Elementi za probleme dinamike fluida.
U ovom radu razmatrani su elementi za analizu konstrukcije, koji se opet dijele u viˇse
skupina od kojih c´emo izdvojiti one koje c´e biti koriˇstene u okviru ovog rada:
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2.1.4. Vrste poprecˇnih presjeka elemenata
• SimpleCS - cjeloviti poprecˇni presjek sa konstantnim svojstvima
• VariableCS - cjeloviti poprecˇni presjek sa promjenjivim svojstvima
• LayeredCS - slojeviti poprecˇni presjek baziran na hipotezi da poprecˇni presjeci
ostaju planarni poslije deformacije
• FiberedCS - vlaknasti poprecˇni presjek sastavljen od seta pravokutnih vlakana.[6]
2.1.5. Vrste materijalnih modela
Za materijalne modele vrijedi ista podjela kao i za elemente. Izdvojeni su samo neki
materijalni modeli koji se koriste za analizu konstrukcije:
• elasticˇni materijalni model
– IsoLe - Izotropni linearno-elasticˇni materijal
– OrthoLe - Ortotropni linearno-elasticˇni materijal
– HyperMat - Hiper-elasticˇni materijal
• materijalni modeli s utjecajem plasticˇnosti.[7]
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2.1.6. Vrste opterec´enja
• NodalLoad - koncentrirano cˇvorno opterec´enje
• DeadWeight - tezˇinsko opterec´enje elementa po volumenu
• StructTemperatureLoad - temperaturno opterec´enje po volumenu
• StructEigenstrainLoad - deformacije konstrukcijskog elementa bez pojave napre-
zanja
• ConstantEdgeLoad - konstantno opterec´enje po stranici elementa
• ConstantSurfaceLoad - konstantno opterec´enje po povrsˇini elementa
• LinearEdgeLoad - linearno opterec´enje po stranici elementa.[6]
2.2. Struktura programa
Kernel sadrzˇi primjenu svih potrebnih dijelova metode konacˇnih elemenata. Ta pri-
mjena je predstavljena odgovarajuc´im opc´im klasama, koje obicˇno deklariraju cˇeste
atribute i metode. Pojedina metoda mozˇe biti deklarirana kao apstraktna, sˇto cˇini
njenu implementaciju potrebnom na razini posebnih izvedenih klasa. S druge strane
opc´a implementacija mozˇe biti izvedena tako da se koriste metode nizˇe razine koje im-
plementiraju izvedene klase. Izvedene klase mogu zamijeniti opc´e implementacije zbog
specificˇnih potreba primjene. Uloga apstraktne klase je deklariranje cˇesto potrebnih
metoda. Time je potencijalnom korisniku omoguc´eno koriˇstenje izvedenih klasa na jako
apstraktnoj razini, skrivajuc´i detalje implementacije, koristec´i samo generalne metode
deklarirane baznom klasom. Posljedica ovakve komunikacije, koriˇstenjem apstraktnih
metoda iz opc´eg sucˇelja, je omoguc´avanje neovisnosti programera o sucˇelju pojedine iz-
vedene klase. Dakle, upotreba razlicˇitih implementacija, izvedenih iz iste bazne klase, je
u potpunosti transparentna bez potrebe za izmjenom koda jer sve izvedene klase moraju
implementirati isto opc´e sucˇelje.[1]
Opc´e sucˇelje kernela OOFEM-a je prikazano na slici 2.1. Kernel nudi definiciju svih
osnovnih apstraktnih klasa metode konacˇnih elemenata. Npr. apstrakcije za gene-
ralni stupanj slobode (degree of freedom-DOF ), Dof manager, konacˇni element, rubne
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i pocˇetne uvjete, konstitutivni i model poprecˇnog presjeka, modul analize, numericˇke
metode i rijetku (sparse) matricu. Takoder, kernel nudi primjenu za korake rjesˇenja,
vektore, matrice i druge cˇeste dijelove. Kompletni opis problema je sadrzˇan u klasi
Domain. Ova klasa sadrzˇi listu komponenti koji opisuju problem koji se promatra -
Dof managers, elementi, materijalni modeli, modeli poprecˇnih presjeka, pocˇetni i rubni
uvjeti i vrstu analize. Klasa Domain nudi opc´e metode za stvaranje pripadajuc´ih kom-
ponenata prema opisu problema i za pristupanje odredenim komponentama domene.[1]
Slika 2.1: Opc´a struktura objektno orijentiranog koda[1]
Klasa DOF predstavlja jedan stupanj slobode. Sadrzˇi njegovo fizikalno znacˇenje, pri-
druzˇeni broj jednadzˇbe i referencu na primjenjene rubne i pocˇetne uvjete. Dane su opc´e
metode za dobivanje odgovarajuc´ih nepoznanica u danom koraku rjesˇenja, kao i razne
metode za ispis i identifikaciju.[1]
Klasa Dof Manager predstavlja apstrakciju entiteta koji posjeduje stupnjeve slobode.
Upravlja DOF skupom, listom primjenjenih opterec´enja i opcionalno lokalnim koordi-
natnim sustavom. Opc´e metode ukljucˇuju metode ze skupljanje lokalizacijskih brojeva
od sadrzˇanih stupnjeva slobode, racˇunanje primjenjenog vektora opterec´enja i racˇunanje
Poglavlje 2. OOFEM 8
transformacije u lokalni koordinatni sustav. Izvedene klase obicˇno predstavljaju cˇvor ili
stranicu konacˇnog elementa koji posjeduju odredene stupnjeve slobode.[1]
Bazna apstraktna klasa Element predstavlja opc´i konacˇni element. Deklarira opc´e,
metode neovisne o vrsti analize. Ove metode ukljucˇuju metode za sastavljanje lo-
kalizacijskih polja, pristupanje integracijskim tocˇkama ili cˇvorovima elementa, kao i
nekoliko apstraktnih metoda za postavljanje integracijskih tocˇaka, sastavljanje tran-
sformacija elementa ili racˇunanje karakteristicˇnih komponenti. Pretpostavlja se da su
izvedene klase bazne klase za pojedinu analizu. Izvedene klase definiraju dio opc´eg
sucˇelja koji je specificˇan za analizu tako da deklariraju potrebne metode za pojedinu
analizu. Opc´enito, deklarirane su metode za prikupljanje karakteristicˇnih komponenti
koje sudjeluju u jednadzˇbama. Obicˇno je dana opc´a implementacija ovih metoda, kao
sˇto su procjena matrica masa ili krutosti, racˇunanje vektora opterec´enja, koriˇstenjem
deklariranih apstraktnih metoda, kao sˇto su metode za procjenu matrica veze izmedu
deformacije i pomaka. Ove apstraktne metode su implementirane konacˇnim klasama
koje predstavljaju implementaciju pojedinog konacˇnog elementa. Kako se vec´ina ovih
opc´ih metoda za procjenu karakteristicˇnih komponenti mozˇe zamjeniti, mogu se imple-
mentirati ucˇinkoviti algoritmi za pojedine elemente.[1]
Apstrakcija pocˇetnih i rubnih uvjeta predstavlja opc´i rubni ili pocˇetni uvjet. Klase iz-
vedene iz bazne klase Boundary condition mogu predstavljati, primjerice, opterec´enje
primjenjeno na odredenu komponentu kao sˇto su atributi Dof Manager -a ili elementa.
Deklarirane su usluge za procjenu komponenti rubnih uvjeta u odredenom trenutku.
Pocˇetni uvjeti opisuju pocˇetno stanje. Oni su obicˇno atributi jednog ili viˇse stupnjeva
slobode.[1]
2.2.1. Materijal-element okvir
Materijal-element okvir predstavlja definiciju i opis zajednicˇkih sucˇelja elementa,
poprecˇnog presjeka i konstitutivnog modela. Cjeloviti dizajn ovog okvira je motiviran
sljedec´im zahtjevima:
• opc´i,lako nadogradivan modularni dizajn
• nezavisni opis i implementacija poprecˇnog presjeka i konstitutivnog modela
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• opc´a i ucˇinkovita shema za povijest varijabli konstitutivnog modela[1]
Klasa i objekt Integration point je apstrakcija integracijske tocˇke konacˇnog elementa.
Sadrzˇi koordinate i pripadajuc´u integracijsku tezˇinu. Svaka integracijska tocˇka mozˇe
sadrzˇavati bilo koji broj drugih integracijskih tocˇaka - tzv. podredene (slave) tocˇke.
Podredene tocˇke se npr. uvode modelom slojevitog poprecˇnog presjeka, gdje predstav-
ljaju integracijske tocˇke za svaki sloj. Mogu se uvesti i na razini materijalnog modela,
gdje mogu predstavljati npr. mikroravnine. Integracijska tocˇka mora sadrzˇavati svoje
pridruzˇene interne varijable i, ukoliko se nelinearnost materijala uzme u obzir, povijest
varijabli vezanih za tu integracijsku tocˇku. Takve varijable, cˇija priroda ovisi o pri-
mjenjenom konstitutivnom modelu, se spremaju u pridruzˇenu instancu klase Material
status.[1]
Klasa Cross section je apstrakcija za opis poprecˇnog presjeka. Glavna uloga je uzimanje
svih detalja vezanih za opis i implementaciju konacˇnog elementa, te njihovo sakrivanje
od elementa. Posebni objekti koji predstavljaju konacˇne elemente ne komuniciraju di-
rektno sa konstitutivnim modelom vec´ uvijek koriste sucˇelje Cross section klase. Ono
izvodi svu potrebnu integraciju po volumenu i poziva potrebne usluge modela materijala.
Cross section sucˇelje, definirano u terminima opc´ih funkcija, omoguc´uje upotrebu bilo
kojeg modela poprecˇnog presjeka, bez izmjena koda, jer svi modeli poprecˇnih presjeka
dijele isto sucˇelje, koje skriva implementaciju svakog posebnog modela.[1]
Material predstavlja baznu apstraktnu klasu za sve konstitutivne modele. Izvedene
klase su bazne klase za specificˇnu analizu, a deklariraju dijelove apstraktnih metoda,
poput racˇunanja matrice krutosti za analizu konstrukcije, za pojedinu analizu. Takoder
i sucˇelje apstraktnog modela materijala, definirano u opc´im uslugama, omoguc´uje upo-
trebu bilo kojeg materijalnog modela, cˇak i onog dodanog u buduc´nosti, bez izmjene
koda, jer svi materijalni modeli implementiraju isto sucˇelje.
U slucˇaju nadogradnje baze podataka materijala, javlja se problem. Svaki materijalni
model mora sadrzˇavati svoje jedinstvene parametre za svaku vezanu integracijsku tocˇku.
Broj, tip i znacˇenje ovih parametara varira izmedu materijalnih modela. Stoga nije
moguc´e ucˇinkovito ispuniti potrebe i prikazati ih u strukturi podataka integracijske
tocˇke. OOFEM kao rjesˇenje koristi pridruzˇenu klasu Material status, povezanu sa kla-
som Material model, kako bi pohranio potrebne parametre. Stvara se jedinstvena ko-
pija statusa materijalnog modela i pridruzˇena je svakoj integracijskoj tocˇki upotrebom
posebnog konstitutivnog modela. Kako je integracijska tocˇka obvezni parametar svih
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poruka poslanih modelu materijala, taj model materijala mozˇe pristupiti odgovarajuc´em
statusu materijala odgovarajuc´e integracijske tocˇke i tako pristupiti njenim povijesnim
varijablama.[1]
Na slici 2.2 prikazan je pojednostavljeni materijal-element okvir. Vidljiv je tok pro-
grama, koji prikazuje kako element racˇuna stvarne sile u cˇvorovima. Postoji jednostavna
hijerarhija klase modela poprecˇnog presjeka sa dvije izvedene klase iz bazne klase Cross
section. Klasa Simple cross section predstavlja model jedinstvenog poprecˇnog presjeka,
a klasa Layered cross section predstavlja implementaciju slojevitog modela poprecˇnog
presjeka. Na dnu se nalazi hijerarhija modela materijala i pridruzˇenih statusa materi-
jala. Racˇunanje stvarnih cˇvornih sila na razini elementa se provodi integracijom stvarnih
naprezanja u integracijskim tocˇkama. Za svaki Integration point element trazˇi racˇunanje
stvarnih naprezanja u toj integracijskoj tocˇki od modela poprecˇnog presjeka.
Slika 2.2: Materijal-element okvir[1]
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U ovom primjeru, implementacija slojevitog poprecˇnog presjeka, dakle LayeredCS klasa,
koristi princip master-slave integracijske tocˇke. Svaka integracijska tocˇka elementa (mas-
ter), sadrzˇi svoje slave tocˇke, koje predstavljaju pojedini sloj. Ove slave integracijske
tocˇke uvodi model poprecˇnog presjeka, a element ih ne vidi. Za pojedinu master integra-
cijsku tocˇku model poprecˇnog presjeka provodi integraciju po volumenu poprecˇnog pre-
sjeka koristec´i slave tocˇke. Dakle, za svaku slave integracijsku tocˇku, koja je zatrazˇena
od master integracijske tocˇke, metode klase materijalnog modela se koriste za racˇunanje
stvarnih naprezanja u pripadajuc´em sloju, a slave integracijska tocˇka se prosljeduje kao
parametar. Zatim za svaku slave tocˇku, materijalni model trazˇi od integracijske tocˇke
njen pripadajuc´i status. Kako posjeduje referencu na to, materijalni model mozˇe pris-
tupiti svim povijesnim varijablama kroz metode statusa i izracˇunati rezultate.[1]
2.3. Izmjene i nadogradnje programa
Moguc´nosti izmjene i dopune OOFEM-a su vrlo velike i jednostavne. Ovdje c´e biti
biti objasˇnjeni dijelovi koda koji su nadogradeni, dakle fokus je na implementaciji novih
elemenata. Kako bi se to moglo objasniti potrebno je objasniti standarde kodiranja za
OOFEM, a koji se nalaze u Prirucˇniku za programere[8]. Takoder, potrebno je objasniti i
klasu Element koja je bazna klasa za sve klase implementiranih elemenata u OOFEM-u.
2.3.1. Standardi kodiranja
Standardi kodiranja se odnose na imenovanje klasa, atributa, metoda, varijabli, funk-
cija te nacˇin strukutriranja sucˇelja.
Imena klasa, atributa, metoda i varijabli se mogu koristiti kao neka vrsta komentara.
Naime, ona su opisna, tj. ime daje informaciju sˇto odredena varijabla ili funkcija rade.
Imena, kao i komentari u OOFEM programu moraju biti na engleskom jeziku. Lokalne
varijable mogu imati krac´a imena, jer se koriste samo u odredenom kontekstu, naravno
uz komentar koji opisuje njihovu namjenu. Preporucˇa se primjena sˇto manje kratica,
a ukoliko se koriste, potrebno je objasniti njihovo znacˇenje. Koriste se velika slova za
razdvajanje rijecˇi u nazivu, za imenovanje makroa i za prefikse imena koja slijede uni-
formnu konvenciju. U svim drugim slucˇajevima koriste se mala slova. Takoder, kao i za
Poglavlje 2. OOFEM 12
sva ostala imena, imena datoteka moraju biti opisna. Deklaracije klasa se spremaju u
*.h datoteke, a implementacije klasa u *.C datoteke.[8]
Sucˇelja sluzˇe kako bi se organizirale ili grupirale opcionalne ili specificˇne metode u jasno
definirane jedinice, ondosno dobro struktuiran kod, koje mogu selektivno implementi-
rati neke klase. Kako bi se primjenio koncept sucˇelja, uvedena je posebna apstraktna
klasa Interface, koja sluzˇi kao bazna klasa za sva sucˇelja. Sucˇelja predstavljaju dobro
definiranu dodatnu ili opcionalnu sposobnost ili potporu neke klase. Potrebne usluge i
atributi se nalaze u izvedenom sucˇelju potrebne klase, koje je izvedeno iz klase Interface.
Klasa koja zˇeli implementirati sucˇelje jednostavno nasljeduje pripadnu klasu sucˇelja.[8]
2.3.2. Klasa Element
Ova klasa je osnovna klasa za sve konacˇne elemente. Ona je i apstraktna klasa,
koja deklarira odredene metode, koje moraju biti implementirane u izvedenim klasama.
Glavna uloga ove klase je deklariranje osnovnih metoda zajednicˇkih svim konacˇnim ele-
mentima. Takve metode su spremanje referenci na materijalni model elementa, cˇvorove,
primjenjena opterec´enja itd. Klasa Element ne deklarira i ne implementira niti jednu
metodu specificˇnu za pojedinu analizu. Te usluge se deklariraju i po moguc´nosti im-
plementiraju u izvedenim klasama. Prema tome, pretpostavlja se da se klase izvedene
iz klase Element odnose na odredene analize i tipove problema. Izvedene klase obicˇno
deklariraju metode koje su potrebne za odredenu vrstu analize, kao sˇto su procjena
matrice krutosti i mase za analizu konstrukcije, ili kapacitivne i konduktivne matrice za
analizu prijenosa topline. Obicˇno imaju i implementirane opc´e primjene ovih metoda.
Atributi deklarirani klasom Element ukljucˇuju varijable koriˇstene za spremanje liste
cˇvorova i stranica, materijala i broja poprecˇnog presjeka, liste primjenjenih opterec´enja
i rubnih uvjeta, liste integracijskih pravila i mrezˇe koja sprema kodne brojeve.[8]
Sljedec´e metode su deklarirane na razini klase Element :
• usluge za upravljanje komponentama - metode za potrazˇivanje geometrijskih ka-
rakteristika elementa, materijala, poprecˇnog presjeka
• metode koje se odnose na upravljanje kodnim brojevima - giveLocationArray, com-
puteNumberOfDofs
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• metode za potrazˇivanje karakteristicˇnih komponenti - giveCharacteristicMatrix,
giveCharacteristicVector
• metode koje se koriste za brojanje i izvrsˇenje koraka rjesˇenja
• metode za pristupanje nepoznanicama lokalnog elemenata za pripadne stupnjeve
slobode
• metode za transformaciju koordinatnih sustava izmedu lokalnog koordinatnog sus-
tava i koordinantnog sustava u cˇvorovima.[8]
2.3.3. Klasa Structural element
Klasa Structural element je direktno izvedena iz klase Element, a sluzˇi kao bazna
klasa za sve elemente za analizu konstrukcije. U njoj su deklarirane sve metode potrebne
za analizu konstrukcije, kao sˇto su metode za racˇunanje matrice krutosti, vektora op-
terec´enja, deformacije i naprezanja. Ova klasa posjeduje opc´e implementacije odredenih
metoda koje su deklarirane virtualnim funkcijama, cˇija je implementacija ostavljena
izvedenim klasama, koje predstavljaju pojedine elemente. Glavni zadaci elementa za
analizu konstrukcije su izracˇun njegovih doprinosa globalnim jednadzˇbama ravnotezˇe i
proracˇun pripadajuc´ih deformacija i naprezanja iz cˇvornih pomaka. Stoga su deklari-
rane pripadne virtualne metode za izracˇun ovih doprinosa.[8]
U ovom radu su implementirani elementi za analizu konstrukcije direktno izvedeni iz
klase StructuralElement. Njihova implementacija je vrsˇena na nacˇin da su u klasi defi-
niranoj za pojedini konacˇni element deklarirane i implementirane one metode specificˇne
za njega, tj. razlicˇite od onih deklariranih u baznoj klasi. Dakle, odredene metode su
zamijenjene, a odredene su prvi put deklarirane i implementirane.
2.3.4. Koriˇsteni programi
Prilikom izrade ovog rada koriˇsten je OOFEM verzija 2.4. Kao razvojna okolina za
kodiranje elemenata koriˇsten je Qt Creator 3.5.1, cˇija je prednost debug sucˇelje, koje je
koristilo za uklanjanje gresˇaka iz koda. CMake 3.2.2 je koriˇsten za build OOFEM-a. Za
prikaz rezultata iz OOFEM-a koriˇsten je Paraview, verzija 4.0.1, a za prikaze studije
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konvergencije koriˇsten je Microsoft Excel 2007, u kojem su pomoc´u Visual Basic for
Applications (VBA) programskog jezika integriranog u Excel, isprogramirane podrutine




S ciljem utvrdivanja moguc´nosti do sada implementiranih elemenata za analizu tan-
kostijenih konstrukcija u OOFEM-u provedena su testiranja istih. Testirani su ele-
menti za ravninsko stanje naprezanja, plocˇe i ljuske na razlicˇitim testovima. Ti testovi
ukljucˇuju primjenu vec´ postojec´ih patch testova iz OOFEM-a, njihovu izmjenu za pri-
mjenu na drugim elementima, kao i patch i druge testove iz prirucˇnika za neke druge
programske pakete iste namjene. Svi ti testovi se zapravo smatraju osnovnim testovima
kojim se potvrduje ili opovrgava ispravnost elemenata odredene vrste.
3.1. Elementi za ravninsko stanje naprezanja
Od elemenata za ravninsko stanje naprezanja ponudenih u OOFEM-u za potrebe
ovog rada prikladan je bio samo element PlaneStress2d. To je izoparametarski cˇetverokutni
konacˇni element, sa cˇetiri cˇvora. Svaki cˇvor ima dva stupnja slobode, u-pomak i v-
pomak. Geometrija, kao i opterec´enja moraju biti definirana u x-y ravnini. Koristi
se linearna aproksimacija pomaka i geometrije. Element podrzˇava odabir broja inte-
gracijskih tocˇaka (1,4,9,16) za proracˇun membranskih deformacija koristec´i Gaussovu
integraciju. Smik se proracˇunava koristec´i integraciju za jednu tocˇku. Moguc´e je koris-
titi opterec´enje vlastitom tezˇinom ili rubno opterec´enje.
Na slici 3.1 prikazana je numeracija cˇvorova, stranica i definicija lokalnih koordinatnih
sustava.
Testovi vrsˇeni na Planestress2d elementu ukljucˇuju vec´ postojec´e patch testove iz OOFEM-
15
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Slika 3.1: PlaneStress2d element[2]
a, ali i patch testove iz prirucˇnika za program MAESTRO[4]. Patch test sluzˇi za
odredivanje moguc´nosti opisivanja polja konstantne deformacije. Grupa elemenata, uz
postavljanje geometrijskih rubnih uvjeta koji su potrebni da se sprijecˇe pomaci krutog
tijela, u cˇvorovima na rubu proracˇunskog modela opterec´uje se silama koje uvjetuju
konstantna naprezanja , a na taj nacˇin i deformacije u elementima . Ako su izracˇunate
komponente napreznaja konstantne i pomaci su tocˇno opisani, test je zadovoljen i ko-
nvergencija rjesˇenja je zajamcˇena.[9]
Slika 3.2: Patch test PlaneStress2d elementa
Na slici 3.2 prikazana je geometrija za patch test primjenjena na PlaneStress2d element.
Opterec´enja primjenjena u testovima su bila tlak u smjeru x i y osi. Element je dao
dobra rjesˇenja, tj. ekvivalentna analiticˇkom rjesˇenju. Medutim, upotreba elementa je
Poglavlje 3. Testiranja postojec´ih konacˇnih elemenata u OOFEM-u 17
ogranicˇena, jer se mozˇe definirati samo u x-y ravnini.
3.2. Elementi plocˇe
OOFEM trenutno ima implementirano nekoliko elemenata plocˇe, medutim gotovo svi
elementi za analizu tankostjenih konstrukcija su trokutni elementi. Jedini cˇetverokutni
elementi plocˇe su QDKTPlate element i Quad1Mindlin element, medutim on je izveden
prema Mindlin-ovoj hipotezi i primjeren je za debelostjene konstrukcije.
QDKTPlate element je implementirani cˇetverokutni element plocˇe temeljen na Diskret-
noj Kirchoff-ovoj Teoriji. Prikladan je za rjesˇavanje problema tankih plocˇa. Element
u svakom cˇvoru ima 3 stupnja slobode, w-pomak te ϕx, ϕy-rotacije. Koristi kvadratnu
interpolaciju rotacija, a kubicˇnu interpolaciju pomaka duzˇ stranica. Moguc´e je koristiti
opterec´enje vlastitom tezˇinom. QDKTPlate element implementiran u OOFEM-u ima
svoje patch testove, te prema njima daje dobre rezultate, no kako bi ga dodatno testirali
provedeni su josˇ neki testovi za provjeru ispravnosti elementa plocˇe.
3.2.1. Slobodno oslonjena plocˇa
U tablici 3.1 su prikazana rjesˇenja progiba u srediˇstu plocˇe koriˇstenjem elementa QD-
KTPlate, te njihovo odstupanje u odnosu na tocˇno rjesˇenje. Iznosi progiba su negativni,
jer sila djeluje suprotno od pozitivnog smjera osi z. Iz rezultata je vidljivo da QDK-
Tablica 3.1: Progib plocˇe u srediˇstu
N 1 2 4
w[mm] -2.5382 -2.1256 -1.9991
Gresˇka[%] 30.83 9.57 3.05
TPlate element daje dobre rezultate za problem savijanja plocˇa, konvergira ka tocˇnom
rjesˇenju sa povec´anjem gustoc´e mrezˇe konacˇnih elemenata. Medutim, kako QDKTPlate
element koristi numericˇku integraciju za izracˇun funkcija oblika, matrice B, te matrice
K, potrebno je implementirati novi element plocˇe sa direktnim unosom matrice K. Raz-
log za to je moguc´nost njegovog spajanja sa elementom za ravninsko stanje naprezanja
koji c´e biti implementiran u daljnjem radu.
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3.3. Elementi ljuske
Postojec´i elementi ljuske u programu OOFEM su vec´inom trokutni ljuskasti ele-
menti. Jedina dva cˇetverokutna elementa ljuske su MITC4shell i Quad1MindlinShell3d
element. Quad1MindlinShell3d element je element za analizu debelostjenih konstruk-
cija, a u opisu unutar koda MITC4shell elementa stoji da je on namijenjen za analizu
tankostjenih i debelostjenih konstrukcija. Medutim, MITC4shell je element koji nije do
kraja razvijen, te su provedena testiranja kako bi se provjerila njegova svojstva.
MITC4shell element je cˇetverokutni element sa 4 cˇvora, a u svakom cˇvoru ima 6 stup-
njeva slobode (u,v,w-pomak i ϕx, ϕy, ϕz-rotacija). Kako bi se provjerila njegova svojstva
izvrsˇeni su testovi kao i za PlaneStress2d element. MITC4shell je dao ista rjesˇenja za
pomake kao i PlaneStress2d element, sˇto je istovjetno analiticˇkom rjesˇenju. Dalje su
koriˇsteni testovi iz MAESTRO prirucˇnika[4] te patch testovi iz OOFEM-a koji su nami-
jenjeni za testiranje plocˇa.
3.3.1. Ukljesˇtena greda
Prema testu iz MAESTRO prirucˇnika[4] modelirana je ukljesˇtena greda. Greda je
modelirana sa 6 trapeznih ili paralelogramskih ljuskastih elemenata, nalazi se u x-y
ravnini te je prikazana na slici 3.3. Dimenzije grede se nalaze u tablici 3.2. Primjenjena
su tri tipa opterec´enja:
• jedinicˇna sila u smjeru y-osi na slobodnom kraju (ravninsko opterec´enje)
• jedinicˇna sila u smjeru z-osi na slobodnom kraju (izvan ravninsko opterec´enje)
• jedinicˇni moment uvijanja na slobodnom kraju
Prvi tip opterec´enja rezultira ravninskim smikom, drugi rezultira izvan ravninskim smi-
kom, a trec´i uvijanjem grede.
Slika 3.3: Geometrija ukljesˇtene grede[4]
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Za sva tri slucˇaja opterec´enja OOFEM nije mogao dati rjesˇenje, zbog manjkavosti
elementa, naime tek u slucˇaju blokiranja stupnja slobode 6, dakle rotacije oko osi z,
moguc´e je rjesˇenje problema. Zakljucˇak je da element nema dodijeljenu krutost sˇestom
stupnju slobode.
Za prvi slucˇaj opterec´enja, rezultati progiba na slobodnom kraju su prikazani u tablici
3.3. Vidljivo je da rezultat odstupa od tocˇnog rjesˇenja 95% sˇto je znacˇajno odstupanje,
Tablica 3.3: Rezultati: opterec´enje silom u smjeru y-osi
v [m] 5.0322 ∗ 10−3
Analiticˇko rjesˇenje [m] 0.1081
MAESTRO Solver [m] 0.1068
MSC/Nastran V3.0 [m] 0.1068
Gresˇka [%] 95
dok rjesˇenje koristec´i CQUAD4R element u MAESTRO Solver-u i Nastran-u odstupa
1.2%.
Za drugi slucˇaj opterec´enja, rezultati progiba na slobodnom kraju su prikazani u ta-
blici 3.4. U ovom slucˇaju, odstupanje rjesˇenja je unutar 10%, dok su odstupanja u
MAESTRO-u i Nastran-u na 1.62%.
Za trec´i slucˇaj opterec´enja, rezultati kuta uvijanja na slobodnom kraju su prikazani u
tablici 3.5. Gresˇka je na razini 18% sˇto se mozˇe smatrati nedozvoljenim odstupanjem.
Vidljivo je da u ovom slucˇaju MAESTRO Solver daje rezultat identicˇna analiticˇkom
rjesˇenju.
Iz rezultata za problem opterec´enja ukljesˇtene grede mozˇe se zakljucˇiti da MITC4shell
element ne daje basˇ dobre rezultate, narocˇito ako se usporedi sa elementima u drugim
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Tablica 3.4: Rezultati: opterec´enje silom u smjeru z-osi
w [m] 3.9001 ∗ 10−1
Analiticˇko rjesˇenje [m] 0.4321
MAESTRO Solver [m] 0.4252
MSC/Nastran V3.0 [m] 0.4264
Gresˇka [%] 9.74
Tablica 3.5: Rezultati: opterec´enje momentom uvijanja na slobodnom kraju
w [m] 2.7362 ∗ 10−3
Analiticˇko rjesˇenje [m] 0.00233
MAESTRO Solver [m] 0.00233
MSC/Nastran V3.0 [m] 0.00306
Gresˇka [%] 17.43
programima za rjesˇavanje MKE.
3.3.2. Zakrivljena greda
Sljedec´i test je test zakrivljene grede, prema MAESTRO prirucˇniku[4]. Zakrivljena
greda, ukljesˇtena je na jednom kraju, a primjenjena su dva tipa opterec´enja:
• jedinicˇna sila u smjeru y-osi na slobodnom kraju (ravninsko opterec´enje)
• jedinicˇna sila u smjeru x-osi na slobodnom kraju (izvan ravninsko opterec´enje)
Greda se nalazi u y-z ravnini, njene geometrijske i materijalne karakteristike su prikazane
u tablici 3.6, a prikaz geometrije grede se nalazi na slici 3.4.
Prvi tip opterec´enja rezultira ravninskim smikom, a drugi izvan ravninskim savijanjem.
Medutim, za oba tipa rjesˇenja OOFEM ne mozˇe rijesˇiti problem, javljaju se gresˇke, sˇto
ukazuje na nedostatke elementa.
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Slika 3.4: Geometrija zakrivljene grede[4]
Tablica 3.6: Karakteristike zakrivljene grede
Unutarnji radijus [m] 4.12






Test uvijene grede je takoder test iz MAESTRO prirucˇnika[4], a namjenjen je testi-
ranju kako element tretira medudjelovanje ravninskih i izvan-ravninskih deformacija u
slucˇaju mrezˇe konacˇnih elemenata na uvijenoj geometriji.Na slici 3.5 prikazana je geome-
trija, a geometrijske i materijalne karakteristike su prikazane u tablici 3.7. Geometrija
je definirana u tako da prelazi iz y-z ravnine u x-z ravninu. Primjenjena su dva slucˇaja
opterec´enja:
• jedinicˇna sila u smjeru z-osi na slobodnom kraju (ravninsko opterec´enje)
• jedinicˇna sila u smjeru y-osi na slobodnom kraju (izvan ravninsko opterec´enje)
Prvi slucˇaj opterec´enja rezultira ravninskim smikom, a drugi izvan-ravninskim smikom.
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Slika 3.5: Geometrija uvijene grede[4]




Kut uvijanja [deg] 90
E [Pa] 2.9 ∗ 107
ν 0.22
I na ovom testu je za uspjesˇno provodenje bilo potrebno blokirati 6. stupanj slobode u
svim cˇvorovima. Nakon toga dobiveni rezultati za prvi slucˇaj opterec´enja su prikazani
u tablici 3.8.
Tablica 3.8: Rezultati: opterec´enje silom u smjeru z-osi
w [m] 1.996 ∗ 10−3
Analiticˇko rjesˇenje [m] 5.424 ∗ 10−3
MAESTRO Solver [m] 5.382 ∗ 10−3
MSC/Nastran V3.0 [m] 5.388 ∗ 10−3
Gresˇka [%] 63.19
Iz rezultat je vidljivo da je gresˇka 63% sˇto je znacˇajno odstupanje od tocˇne vrijednosti,
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dok su elementi u MAESTRO Solver-u i Nastran-u na razini ispod 1%.
Rezultati za drugi slucˇaj opterec´enja prikazani su u tablici 3.9.
Tablica 3.9: Rezultati: opterec´enje silom u smjeru y-osi
v [m] 4.118 ∗ 10−3
Analiticˇko rjesˇenje [m] 1.754 ∗ 10−3
MAESTRO Solver [m] 1.728 ∗ 10−3
MSC/Nastran V3.0 [m] 1.727 ∗ 10−3
Gresˇka [%] 134.76
Vidljivo je da je gresˇka 135% i da je ovo odstupanje neprihvatljivo, za razliku od eleme-
nata u MAESTRO Solver-u i Nastran-u koji imaju vrijednost odstupanja od 1.5%.
3.3.4. Scordelis-Lo Roof
Ovaj test iz MAESTRO prirucˇnika[4] predstavlja problem konstrukcije opterec´ene
vlasitom tezˇinom, a javlja se kombinacija ravninskih i izvan-ravninskih opterec´enja.
Geometrija problema je prikazana na slici 3.6, a geometrijske i materijalne karakteristike
u tablici 3.10
Slika 3.6: Geometrija Scordelis-Lo roof[4]
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E [Pa] 4.32 ∗ 108
ν 0
Tablica 3.11: Rezultati: opterec´enje vlastitom tezˇinom
v [m] −0.1458
Analiticˇko rjesˇenje [m] −0.3086
MAESTRO Solver [m] −0.3197
MSC/Nastran V3.0 [m] −0.3218
Gresˇka [%] 52.75
Rezultati prikazani u tablici 3.11 govore o gresˇci od 50%, medutim i u ovom slucˇaju je
bilo potrebno sprijecˇiti 6. stupanj slobode jer proracˇun nije bilo moguc´e provesti.
3.3.5. Hemispherical shell
Test se koristi za proucˇavanje tocˇnosti rjesˇenja dvostruko zakrivljene ljuske, a podaci
za njega su preuzeti iz MAESTRO prirucˇnika[4]. Geometrijski prikaz se nalazi na slici
3.7, a geometrijske i materijalne karakteristike u tablici 3.12. Opterec´enje je jedinicˇnim
silama u simetricˇnim ravninama.
Tablica 3.12: Karakteristike Hemispherical shell
R [m] 10
d [m] 0.04
E [Pa] 6.825 ∗ 107
ν 0.3
Za ovaj test nije bilo potrebno blokirati 6. stupanj slobode u cˇvorovima, sˇto je poslje-
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Slika 3.7: Geometrija Hemispherical shell
dica geometrije koja uzrokuje medudjelovanje elemenata. Medutim, rezultati prikazani
u tablici 3.13 pokazuju znacˇajno odstupanje od tocˇnih vrijednosti. Ovakva razina od-
stupanja govori da postoje ozbiljni problemi u implementaciji elementa.
Tablica 3.13: Rezultati: opterec´enje silama u simetricˇnim ravninama
v [m] 1.1525
Analiticˇko rjesˇenje [m] 0.094
MAESTRO Solver [m] 0.090
Gresˇka [%] 1126.15
3.3.6. Patch test QDKTPlate elementa
Upotrebljen je patch test namjenjen za testiranje QDKTPlate elementa, koji vec´
postoji u OOFEM-u. Koriˇsteni su njegova geometrija i opterec´enje kako bi se testi-
rao MITC4shell element. Takoder, zbog usporedbe na istom primjeru testirani su i
Quad1Mindlin, koji koristi isti patch test uz primjenu reducirane integracije, te QDK-
TPlate element.
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U primjeru se nalaze sljedec´i slucˇajevi opterec´enja:
• savijanje oko osi x i y pomoc´u momenata
• uvijanje, silom u smjeru z-osi
• smik u smjeru x i y pomoc´u sila
Slucˇaj uvijanja silom u smjeru osi z nije bilo moguc´e rijesˇiti, te je zato izbacˇen iz testi-
ranja. Na slici 3.8 prikazana je geometrija problema, kao i mrezˇa konacˇnih elemenata,
a u tablici 3.14 geometrijske i materijalne karakteristike.
Slika 3.8: Geometrija patch testa QDKTPlate elementa





U tablici 3.15 prikazane su vrijednosti pomaka u smjeru z-osi u pripadnim cˇvorovima
za sva 3 elementa. Iz rezultata je vidljivo da se MITC4shell element ponasˇa jako slicˇno
Quad1Mindlin elementu te je njegova primjena prikladna za debelostjene konstrukcije.
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Tablica 3.15: Usporedba pomaka u smjeru z-osi u cˇvorovima
ELEMENT 1 QDKTPlate MITC4shell Quad1Mindlin
CˇVOR 3 [m] -277.78 -277.78 -277.78
CˇVOR 4 [m] -277.78 -277.78 -277.78
ELEMENT 2 QDKTPlate MITC4shell Quad1Mindlin
CˇVOR 12 [m] 277.78 277.78 277.78
CˇVOR 13 [m] 277.78 277.78 277.78
ELEMENT 3 QDKTPlate MITC4shell Quad1Mindlin
CˇVOR 32 [m] 148.148 111.67 111.78
CˇVOR 33 [m] 148.148 111.67 111.78
ELEMENT 3 QDKTPlate MITC4shell Quad1Mindlin
CˇVOR 43 [m] 148.148 111.67 111.78
CˇVOR 44 [m] 148.148 111.67 111.78
3.3.7. Zakljucˇak o MITC4shell
Iz svih obavljenih testova mozˇe se zakljucˇiti da implementacija elementa MITC4shell
nije dovrsˇena. Ostaje problem nedostatka krutosti 6. stupnja slobode, te njegove ka-
rakteristike koje pokazuju da je puno slicˇniji elementima za debelostjene konstrukcije,
iako bi trebao biti primjenjiv i za analizu tankostjenih konstrukcija.
4 Implementacija eleme-
nata
U ovom poglavlju biti c´e opisana implementacija elemenata, zajedno sa njihovim
izvodima. Objasˇnjena je implementacija pravokutnog konacˇnog elementa za ravnin-
sko stanje naprezanja s linearnom raspodjelom deformacija (Linear Strain Rectangle, u
daljnjem tekstu LSR). Takoder c´e biti implementiran i pravokutni konacˇni element za
ravninsko stanje naprezanja s konstantnom raspodjelom smicˇnih naprezanja (Constant
Shear Stress Rectangle Element, u daljnjem tekstu CSSR). Radi se o unaprijedenom
elementu koji rjesˇava odredene nedostatke LSR elementa. Implementiran je i element
plocˇe, kao i dva elementa ljuske, koji se dobiju spajanjem elemenata za ravninsko stanje
naprezanja i plocˇe.
4.1. Implementacija LSR elementa
4.1.1. Izvod LSR elementa
LSR element je, kao sˇto je navedeno, osnovni pravokutni element za ravninsko stanje
naprezanja. Radi se o elementu koji ima 4 cˇvora, sa dva stupnja slobode, u-pomak i
v-pomak, kako je prikaznao na slici 4.1. Izvod elementa je preuzet iz knjige Ship Struc-
tural Design and Analysis [10].
Stupnjevi slobode u pravcu koordinatnih osi x i y:
δT =
{
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Slika 4.1: LSR konacˇni element
fT =
{
fx1 fy1 fx2 fy2 fx3 fy3 fx4 fy4
}







Gdje su matrice H matrica funkcija u interpolacijskim polinomima, a matrica C matrica
koeficijenata u interpolacijskim polinomima:
H =
[
1 x y xy 0 0 0 0




C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8
]
Drugi korak je povezivanje generalne distribucije pomaka po elementu sa pomacima
u cˇvorovima:
δ1(x = 0, y = 0) = H(x = 0, y = 0) ∗C
δ2(x = a, y = 0) = H(x = a, y = 0) ∗C
δ3(x = a, y = b) = H(x = a, y = b) ∗C
δ4(x = 0, y = b) = H(x = 0, y = b) ∗C
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Kako δ(x) predstavlja pomake u i v u bilo kojoj tocˇki elementa, cˇvorni pomaci se
jednostavno dobiju uvrsˇtavanjem pripadnih koordinata. Iz toga se mozˇe dobiti sljedec´i





1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
1 a 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 a 0 0
1 a b ab 0 0 0 0
0 0 0 0 1 a b ab
1 0 b 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 b 0

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= H(x, y)A−1δ = N(x, y)δ



























Trec´i korak je izraziti deformacije u elementu kao funkcije cˇvornih pomaka, gdje je


































































































































































































Matrica D predstavlja matricu elasticˇnosti, a matrica S matricu raspodjele napreza-
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nja u konacˇnom elementu.
Sljedec´i korak je odredivanje matrice krutosti k uspostavljanjem veze izmedu cˇvornih
sila i pomaka.
Za izvod matrice krutosti najcˇesˇc´e se koristi princip virtualnih radova, pa se unutrasˇnji













Vanjski virtualni rad je jednak:
Wext = δ
∗T f
Izjednacˇavanjem radova i pretpostavkom jedinicˇnih virtualnih pomaka dobije se izraz








Na slici 4.2 prikazana je matrica krutosti LSR elementa.
Slika 4.2: Matrica krutosti LSR elementa
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4.1.2. Implementacija LSR elementa
LSR element, kao i svi ostali elementi implementirani u ovom radu, pripadaju klasi
StructuralElement zato jer su namjenjeni za linearnu analizu. Za svaki element je ra-
zvijena njegova posebna klasa, konkretno za LSR element, ta klasa se zove BasicLSR.
Klasa BasicLSR je izvedena tako da zamjenjuje metode iz klase StructuralElement koje
su specificˇne za LSR element, uz takoder dodavanje potrebnih metoda specificˇnih za
taj element. Primjenjene su prethodno izvedene matrice N, B, k, medutim, kako se ne
koristi princip numericˇke integracije, moguc´e je bilo samo unijeti matricu krutosti k. U
kodu su takoder prisutne metode za racˇunanje lokalnog koordinatnog sustava, kao i za
transformaciju iz globalnog u lokalni koordinatni sustav. Element ima 4 Gaussove tocˇke
koje se koriste za odredivanje pozicija na kojima se racˇunaju naprezanja. Trenutno ele-
ment mozˇe primjeniti samo cˇvorno opterec´enje.
Klasa BasicLSR je klasa koja implementira osnovni LSR element, u ravnini, no medutim,
kako je testovima postojec´ih elemenata za ravninsko stanje naprezanja utvrdeno da se
mogu koristiti samo u jednoj ravnini, klasa BasicLSR je doradena, te je razvijena nova
klasa BasicLSR3d.
Klasa BasicLSR3d je klasa koja implementira osnovni LSR element, koji je moguc´e
proizvoljno orijentirati u prostoru. Ovaj element viˇse ne posjeduje 2 stupnja slobode
kao BasicLSR, vec´ posjeduje 3 stupnja slobode, a to su u,v,w-pomak. Kako bi se to
omoguc´ilo, u klasi BasicLSR3d u odnosu na klasu BasicLSR izvrsˇene su izmjene matrice
koja racˇuna lokalni koordinatni sustav elementa, te matrice transformacije globalnog u
lokalni koordinatni sustav. Matrica krutosti k ostaje nepromijenjena i ona je i dalje
dimenzija [8x8], jer se prilikom izracˇuna sve racˇuna na razini pojedinog elementa u nje-
govom koordinatnom sustavu.
Prilikom testiranja implementiranog elementa BasicLSR3d pokazano je da on daje do-
bre vrijednosti razultata pomaka za proizvoljnu orijentiranost u prostoru, te je stoga
primjenjiv za rjesˇavanje ravninskog stanja naprezanja. Testovi su vrsˇeni na Cook-ovom
testu koji je opisan u poglavlju 5.1.
Sljedec´i test koji nam je zanimljiv je ukljesˇtena greda I profila[3], prikazan u poglavlju
5.3 . Medutim, kako se elementi u testu nalaze u 2 razlicˇite ravnine, a opterec´enje je
u samo jednoj ravnini, javlja se problem zbog toga sˇto se radi o elementima za rav-
ninsko stanje naprezanja. Konkretno, potrebno je osim stupnjeva slobode cˇvorova na
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mjestu ukljesˇtenja blokirati i 3. stupanj slobode u cˇvorovima elemenata na dijelu pojasa
I profila, inacˇe nije moguc´e dobiti rjesˇenja. Stoga je rjesˇenje tog problema prosˇirenje
matrice krutosti k elementa, tj. dodavanje dodatne krutosti za pomak u smjeru lokalne
osi z elementa. Dodavanjem dodatne krutosti u matricu krutosti, moguc´e je rjesˇenje
problema u prostoru gdje opterec´enje djeluje u ravnini okomitoj na ravninu elementa.
Na taj nacˇin, problem kojeg inacˇe rjesˇavaju ljuske, koje imaju 6. stupnjeva slobode,
mozˇemo rijesˇiti sa elementom koji ima 3. stupnja slobode gibanja. Naravno, ovo je na
ovom primjeru moguc´e, jer je za deformaciju grede dominantno membransko ponasˇanje
struka I profila, a ne pojasnog dijela. Medutim, odabrana dodatna krutost mora biti
tako odabrana da omoguc´uje numericˇko izvrsˇenje testa, ali da prakticˇno ne utjecˇe na
rezultate.
Implementirana je nova klasa BasicLSRK3d koja je izvedena iz klase BasicLSR3d.
Modificirana je tako da je matrica krutosti k prosˇirena sa velicˇine [8x8] na velicˇinu
[12x12].Na pozicijama (3,3),(6,6),(9,9),(12,12) matrice krutosti nalaze se vrijednosti do-
datne krutosti, a na svim ostalim pozicijama u pripadnim redovima i stupcima nalaze
se nule. Takoder su izvrsˇene pripadajuc´e izmjene matrice B te je ona sa dimenzija [3x8]
poprimila dimenzije [3x12]. Matrica lokalnog koordinatnog sustava i matrica transfor-
macije globalnog u lokalni koordinatni sustav su takoder prilagodene.
Kako bi se odredila odgovarajuc´a vrijednost dodatne krutosti, izvrsˇena je usporedba
rjesˇenja za razlicˇite vrijednosti dodatne krutosti na testu ukljesˇtene grede I profila. Do-
biveni su iznosi progiba za razlicˇitu gustoc´u mrezˇe, N=1..16, gdje N opisuje povec´anje
mrezˇe duzˇ x osi, te su usporedeni sa tocˇnom vrijednosˇc´u.
Iznos dodatne krutosti dobiven je na nacˇin da se najvec´a vrijednost krutosti na dija-
gonali matrice krutosti k podijelila sa vrijednosˇc´u 105...109. Na taj nacˇin dobivene su
vrijednosti dodatne krutosti k5...k9, s cˇijim je vrijednostima proveden proracˇun. Konver-
gencija rjesˇenja problema ukljesˇtene grede I profila sa razlicˇitim vrijednostima dodatne




Na slici je prikazana relativna gresˇka u odnosu na tocˇnu vrijednost progiba na slobod-
nom kraju grede. Takoder je vidljivo da se krivulje konvergencije rjesˇenja za vrijednosti
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Slika 4.3: Konvergencija BasicLSRK3d za razlicˇite vrijednosti dodatne kru-
tosti
dodatne krutosti ispod k7 podudaraju, te stoga mozˇemo odabrati vrijednost k7 kao
vrijednost dodatne krutosti koju c´e imati element BasicLSRK3d. Karakteristike imple-
mentiranog elementa BasicLSRK3d su dane u tablici 4.1.
Tablica 4.1: Karakteristike implementiranog elementa BasicLSRK3d
Broj stranica 4
Broj cˇvorova 4
Broj Gaussovih tocˇki 4
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4.2. Implementacija CSSR elementa
4.2.1. Izvod CSSR elementa
CSSR element je element za ravninsko stanje naprezanja sa konstantnom raspodje-
lom smicˇnih naprezanja. Radi se o cˇetverokutnom elementu sa 4 cˇvora, u kojem ima 2
stupnja slobode gibanja, u-pomak i v-pomak, kao sˇto je prikazano na slici 4.4. Izvod
elementa je preuzet iz knjige Ship Structural Design and Analyis [10].
Slika 4.4: LSR konacˇni element
Stupnjevi slobode u pravcu koordinatnih osi x i y:
δT =
{





fx1 fy1 fx2 fy2 fx3 fy3 fx4 fy4
}
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Gdje su matrice H matrica funkcija u interpolacijskim polinomima, a matrica C ma-
trica koeficijenata u interpolacijskim polinomima, medutim za razliku od izvoda LSR
elementa, ovdje se matrica H(x,y) izvodi iz pretpostavljene distribucije naprezanja po
elementu. Pretpostavljena distribucija naprezanja po elementu je prikazana na slici 4.5.
σx(x, y) = C1 + C2y
σy(x, y) = C3 + C4x
τxy(x, y) = C5
Slika 4.5: Pretpostavljena distribucija naprezanja po elementu
Zatim se odreduju deformacije iz naprezanja, a poslije toga pomaci iz deformacija. Iz




x xy −νy −(y2+νx2)
2
(ν + 1)y y 1 0
−νy −(νy2+x2)
2
y xy (ν + 1)x −x 0 1
]
Drugi korak je povezivanje generalne distribucije pomaka po elementu sa pomacima
u cˇvorovima:
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δ1(x = 0, y = 0) = H(x = 0, y = 0) ∗C
δ2(x = a, y = 0) = H(x = a, y = 0) ∗C
δ3(x = a, y = b) = H(x = a, y = b) ∗C
δ4(x = 0, y = b) = H(x = 0, y = b) ∗C
Kako δ(x) predstavlja pomake u i v u bilo kojoj tocˇki elementa, cˇvorni pomaci se
jednostavno dobiju uvrsˇtavanjem pripadnih koordinata. Iz toga se mozˇe dobiti sljedec´i
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
Kako je matrica A poznata, vektor nepoznatih koeficijenata C se mozˇe dobiti iz sljedec´eg
izraza:
C = A−1δ






= H(x, y)A−1δ = N(x, y)δ
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N =
[
N11 N12 N13 N14 N15 N16 N17 N18


















































Trec´i korak je izraziti deformacije u elementu kao funkcije cˇvornih pomaka, gdje je
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Slika 4.6: Matrica B CSSR elementa























Slika 4.7: Matrica S CSSR elementa
Matrica D predstavlja matricu elasticˇnosti, a matrica S matricu raspodjele naprezanja
u konacˇnom elementu.
Sljedec´i korak je odredivanje matrice krutosti k uspostavljanjem veze izmedu cˇvornih
sila i pomaka.
Za izvod matrice krutosti najcˇesˇc´e se koristi princip virtualnih radova, pa se unutrasˇnji
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Vanjski virtualni rad je jednak:
Wext = δ
∗T f
Izjednacˇavanjem radova i pretpostavkom jedinicˇnih virtualnih pomaka dobije se izraz








Na slici 4.8 prikazana je matrica krutosti CSSR elementa.
4.2.2. Implementacija CSSR elementa
Implementacija CSSR elementa u OOFEM izvrsˇena je analogno implementaciji LSR
elementa. Analogno elementu BasicLSR3d implementiran je element CSSR3d, tj. iz-
mjenjene su pripadajuc´e matrice N,B, k. Iz istih razloga zbog kojih je implementiran
element BasicLSRK3d implementiran je element CSSRK3d. Elementi su takoder izve-
deni direktno iz klase StructuralElement, te koriste iste metode.
Za element CSSRK3d potrebno je odrediti iznos dodatne krutosti, slicˇno kao i za Ba-
sicLSRK3d. Izvrsˇeni su testovi ukljesˇtene grede I profila[3], za razlicˇite iznose dodatne
krutosti elementa, kako bi se dobila onaj iznos krutosti kod kojeg se pomaci prakticˇki
ne mjenjanju. Radi se o iznosu dodatne krutosti koja prakticˇki ne utjecˇe na rezultate,
a omoguc´uje provedbu proracˇuna u OOFEM-u.
Iznos dodatne krutosti dobiven je na nacˇin da se najvec´a vrijednost krutosti na dija-
gonali matrice krutosti k podijelila sa vrijednossˇc´u 105...109. Na taj nacˇin dobivene su
vrijednosti dodatne krutosti k5...k9, s cˇijim je vrijednostima proveden proracˇun. Konver-
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gencija rjesˇenja problema ukljesˇtene grede I profila sa razlicˇitim vrijednostima dodatne




Na slici je prikazana relativna gresˇka u odnosu na tocˇnu vrijendost progiba na slobod-
nom kraju grede. Takoder je vidljivo da se krivulje konvergencije rjesˇenja za vrijednosti
dodatne krutosti ispod k8 podudaraju, te stoga mozˇemo odabrati vrijednost k8 kao
vrijednost dodatne krutosti koju c´e imati element CSSRK3d. Karakteristike implemen-
tiranog elementa CSSRK3d su dane u tablici 4.2.
Tablica 4.2: Karakteristike implementiranog elementa CSSRK3d
Broj stranica 4
Broj cˇvorova 4
Broj Gaussovih tocˇki 4
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4.3. Implementacija elementa plocˇe
Shodno zakljucˇcima izvedenih iz testiranja i svojstava postojec´ih elemenata plocˇe
za analizu tankostjenih konstrukcija, potrebno je implementirati novu plocˇu u program
OOFEM. Plocˇa koja je odabrana za implementaciju je ACM plocˇa. Njen izvod je pruzet
iz knjige Metoda konacˇnih elemenata.[9] Element posjeduje 3 stupnja slobode gibanja,
w-pomak te ϕx-rotaciju i ϕy-rotaciju.
4.3.1. Izvod ACM plocˇe
Prvi korak je odabir pogodne funkcije oblika za opis pomaka duzˇ elementa:





ϕx = [0, 0, 1, 0, x, 2 y, 0, x
2, 2x y, 3 y2, x3, 3x y2]
ϕy = −(∂w∂x )
ϕy = [0,−1, 0,−2x,−y, 0,−3x2,−2x y,−y2, 0,−3x2 y,−y3]
H =

1 x y x2 x y y2 x3 x2 y x y2 y3 x3 y x y3
0 0 1 0 x 2 y 0 x2 2x y 3 y2 x3 3x y2
0 −1 0 −2x −y 0 −3x2 −2x y −y2 0 −3x2 y −y3





N1 N2 N3 N4
]
Trec´i korak je izrazˇavanje deformacija u elementu preko cˇvornih pomaka:











[N1 N2 N3 N4]
























k1,1 k1,2 k1,3 . . . k1,12





k12,1 k12,2 k12,3 . . . k12,12






k1,2 = − (4b5ν+b5+10a2b3)t3E10(6ab5ν2−6ab5)
k1,3 = − (4a2b3ν+10b5+a2b3)t3E60a2b4ν2−60a2b4
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k2,10 = − b5ν−b5−10a2b3)t3E10(6ab5ν2−6ab5)
k2,11 = − (b5ν−b5+10a2b3)t3E10(18ab4ν2−18ab4)
k2,12 = 0





k3,6 = − (a2bν+10b3−a2b)t3E180ab2ν2−180ab2

























k4,11 = − (b5ν−b5+5a2b3)t3E10(6ab5ν2−6ab5)
k4,12 = − (−a2bν−5b3+a2b)t3E60a2b2ν2−60a2b2







k5,7 = − (b5ν−b5−10a2b3)t3E10(6ab5ν2−6ab5)









k6,6 = − (−a2bν+5b3+a2b)t3E45ab2ν2−45ab2)
k6,7 = − (4a2b3ν−5b5+a2b3)t3E60a2b4ν2−60a2b4
k6,8 = 0

















k7,10 = − (2a2b2ν−10b4−7a2b2+5a4)t3E30a3b3ν2−30a3b3







k8,9 = − b3νt3E2(6b3ν2−6b3)
k8,10 = − (4b5ν+b5−5a2b3)t3E10(6ab5ν2−6ab5)
k8,11 = − (2b5ν−2b5+5a2b3)t3E5(18ab4ν2−18ab4)
k8,12 = 0
k9,9 = − (−a2bν+5b3+a2b)t3E45ab2ν2−45ab2
k9,10 = − (−a2bν+10b3+a2b)t3E60a2b2ν2−60a2b2
k9,11 = 0







k10,12 = − (4a2b3ν+10b5+a2b3)t3E60a2b4ν2−60a2b4







k12,12 = − (−a2bν+5b3+a2b)t3E45ab2ν2−45ab2
4.3.2. Implementacija ACM plocˇe
Implementacija ACM plocˇe u OOFEM je izvrsˇena stvaranjem nove klase ACMPlate
koja nasljeduje klasu StructuralElement. U ovom slucˇaju, za razliku od elemenata za
ravninsko stanje naprezanja, primjenjene su metode i funkcije potrebne za definiranja
elementa plocˇe.
Kako element plocˇe posjeduje 3 stupnja slobode gibanja, a to su w-pomak te ϕx, ϕy-
rotacija, oni su implementirani u kod. Takoder je implementirana matrica krutosti,
izvedena u prethodnom poglavlju. Ostale metode prakticˇki ostaju iste kao kod eleme-
nata za ravninsko stanje naprezanja, osim domene elementa, koja sada opisuje element
plocˇe.
Tablica 4.3: Karakteristike implementiranog elementa ACMPlate
Broj stranica 4
Broj cˇvorova 4
Broj Gaussovih tocˇki 4
Broj stupnjeva slobode 3 (w-pomak, ϕx, ϕy-rotacija)
Opterec´enje u cˇvorovima
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4.4. Implementacija ljuske
Konacˇni element ljuske je implementiran u OOFEM na nacˇin da su spojeni pret-
hodno implementirani konacˇni elementi za ravninsko stanje naprezanja i implementirani
konacˇni element plocˇe. Ljuska je konacˇni element koji ima 6 stupnjeva slobode gibanja
po cˇvoru, u,v,w-pomak i ϕx, ϕy, ϕz-rotacija. Medutim konacˇni elementi za ravninsko
stanje naprezanja imaju 2+1 stupanj slobode gibanja, u,v + w-pomak, a konacˇni ele-
ment plocˇe ima 3 stupnja slobode gibanja w-pomak, te ϕx, ϕy-rotacije. Spajanje dva
elementa izvrsˇeno je na nacˇin da se matrica krutosti dobije kombinacijom matrica kru-
tosti konacˇnog elementa za ravninsko stanje naprezanja i konacˇnog elementa plocˇe.
Matrica krutosti ljuske preuzima pripadne krutosti za stupnjeve slobode 1 i 2 (u,v-
pomak) od matrice krutosti elementa za ravninsko stanje naprezanja. Pripadne krutosti
za stupnjeve slobode 3,4 i 5 (w-pomak, ϕx, ϕy-rotacija) konacˇni element ljuske preuzima
iz matrice krutosti konacˇnog elementa plocˇe. Vidljivo je da ostaje nedefinirana krutost 6.
stupnja slobode gibanja, odnosno ϕz-rotacije. Za taj stupanj slobode gibanja potrebno
je dodijeliti dodatnu krutost, koja mora biti tako definirana da omoguc´uje provedbu
proracˇuna u OOFEM-u, ali da prakticˇki ne utjecˇe na rezultate.
Implementirana su dva konacˇna elementa ljuske na nacˇin da su stvorene dvije klase
qshell i qcshell. Klasa qshell predstavlja konacˇni element ljuske nastao spajanjem LSR
konacˇnog elementa i ACM plocˇe, a klasa qcshell predstavlja konacˇni element ljuske nas-
tao spajanjem CSSR konacˇnog elementa i ACM plocˇe. Obje ljuske su direktno izvedene
iz klase StructuralElement, uz pripadajuc´e izmjene metoda i funkcija koje su potrebne
za konacˇni element ljuske.
Matrice krutosti ovih ljuski su dimenzija [24x24], kako se radi o cˇetverokutnoj ljusci sa 6
stupnjeva slobode gibanja po cˇvoru. No, pozicije (6,6), (12,12), (18,18), (24,24) matrice
krutosti, vezane za ϕz-rotaciju su prazne i potrebno je dodijeliti vrijednost dodatne
krutosti na tu poziciju. Vrijednost dodatne krutosti je odredena testiranjem modela
ukljesˇtene grede I profila[3] koriˇstenjem ova dva implementirana elementa, sa razlicˇitim
iznosima dodatne krutosti.
Vrijednosti dodatne krutosti za oba implementirana elementa, odredena je na istovjetan
nacˇin kao i za elemente za ravninsko stanje naprezanja. Najvec´a vrijednost krutosti na
dijagonali je podijeljena sa vrijednosˇc´u 104...107, te su dobivene krutosti k4...k7. Sa tako
dobivenim dodatnim krutostima za 6. stupanj slobode gibanja, izvrsˇeni su proracˇuni
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na testu ukljesˇtene grede I profila, te je gledana konvergencija rjesˇenja progiba na slo-
bodnom kraju. Odabrana je ona dodatna krutost, poslije koje za sve ostale krutosti ne
dolazi do promjene u rjesˇenju. Prikaz konvergencije rjesˇenja za razlicˇite vrijednosti do-
datne krutosti nalazi se na slici 4.10 za element qshell, a na slici 4.11 za element qcshell.
Kako je vidljivo na slici 4.10 za sve vrijednosti dodatne krutosti rezultati su isti, stoga
je kao vrijednost dodatne krutosti za 6. stupanj slobode odabrana vrijednost k4. Prema
slici 4.11 vidljivo je da se konvergencija progiba slobodnog kraja grede ponasˇa identicˇno
za vrijednosti krutosti ispod k5, stoga je ta vrijednost odabrana kao vrijednost dodatne
krutosti.
Karakteristike implementiranih ljuski su prikazane u tablicama 4.4 i 4.5.
Tablica 4.4: Karakteristike implementiranog elementa qshell
Broj stranica 4
Broj cˇvorova 4
Broj Gaussovih tocˇki 4




Tablica 4.5: Karakteristike implementiranog elementa qcshell
Broj stranica 4
Broj cˇvorova 4
Broj Gaussovih tocˇki 4
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Slika 4.8: Matrica krutosti CSSR elementa
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Slika 4.9: Konvergencija CSSRK3d za razlicˇite vrijednosti dodatne krutosti
Slika 4.10: Konvergencija qshell za razlicˇite vrijednosti dodatne krutosti
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Slika 4.11: Konvergencija qcshell za razlicˇite vrijednosti dodatne krutosti
5 Testiranje implementira-
nih elemenata
Kako bi se potvrdila ispravnost prethodno implementiranih elemenata, potrebno je
izvrsˇiti testiranja. Pregledom literature, odabrani su pogodni testni primjeri za analizu
tankostjenih konstrukcija. Odabrani testovi su:
• Cook-ov test
• slobodno oslonjena plocˇa
• ukljesˇtena greda I profila.
Cook-ov test je karakteristicˇan za testiranje membranskih elemenata, slobodno oslo-
njena plocˇa je standardan test za testiranje elemenata plocˇe, a ukljesˇtenu gredu I profila
mozˇemo gledati kao modificirani Cook-ov test za testiranje ljuski.
5.1. Cook-ov test
Testovi su vrsˇeni na Cook-ovom testu koji je preuzet iz doktorata Analysis and Eva-
luation of a Shell Finite Element with Drilling Degree of Freedom[3].
Cook-ov test je zapravo test ukljesˇtene grede, opterec´ene smicˇnom silom u cˇvorovima na
slobodnom kraju grede. Geometrija, sa prikazom rezultata je prikazana na slici 5.1, a
geometrijske i materijalne karakteristike testa u tablici 5.2. Kao sˇto je vidljivo na slici,
ukljesˇtena greda c´e biti rjesˇena za razlicˇite gustoc´e mrezˇe konacˇnih elemenata, pravil-
nom i nepravilnom mrezˇom. Testirani su implementirani elementi za ravninsko stanje
naprezanja BasicLSRK3d, CSSRK3d, te postojec´i element PlaneStress2d. Rezultati u
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usporedbi sa analiticˇkim rezultatima su prikazani u tablici 5.2.
Slika 5.1: Geometrija Cook-ovog testa






Iz rezultata je vidljivo da sva tri elementa konvergiraju prema rjesˇenju za pravilnu
mrezˇu, s tim da je BasicLSRK3d najsporiji, a CSSRK3d najbrzˇi, kao sˇto je prikazano
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Tablica 5.2: Progib na kraju grede
w[m] 4x1 8x2 16x4 4x1* 8x1*
Tocˇno rjesˇenje 0.3553 0.3553 0.3553 0.3553 0.3553
BasicLSRK3d 0.2775 0.3167 0.3816 0.0725 0.1313
Gresˇka[%] 21.89 10.86 7.4 79.59 63.03
CSSRK3d 0.3491 0.3523 0.4001 0.0977 0.1697
Gresˇka[%] 1.75 0.84 12.62 72.48 52.24
PlaneStress2d 0.34564 0.3467 0.3972 0.2924 0.3366
Gresˇka[%] 2.72 2.42 11.79 17.7 5.26
Slika 5.2: Konvergencija elemenata za ravninsko stanje naprezanja na Cook-
ovom testu
na slici 5.2. Medutim, vidljivo je da sa profinjenjem mrezˇe BasicLSRK3d konvergira,
dok druga dva elementa odstupaju od tocˇnog rjesˇenja. Za bolju analizu konvergencije
potrebno je model diskretizirati sa josˇ finijom mrezˇom. Rezultate za nepravilnu mrezˇu
oznacˇava (*), a za nju najbolje rezultate daje PlaneStress2d element, a najlosˇije BasicL-
SRK3d. Najboljim elementom se pokazao PlaneStress2d, prema rezultatima za pravilnu
i nepravilnu mrezˇu.
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5.2. Slobodno oslonjena plocˇa
Jedan od standardnih testova za testiranje elemenata plocˇe je test slobodno oslonjene
kvadratne plocˇe opterec´ene koncentriranom silom, kao sˇto je prikazano u knjizi Metoda
konacˇnih elemenata[9] i doktoratu Analysis and Evaluation of a Shell Finite Element
with Drilling Degree of Freedom [3]. Na slici 5.3 je prikazana geometrija plocˇe, a u tablici
5.3 su prikazane geometrijske i materijalne karakteristike plocˇe te iznos opterec´enja u
srediˇstu. Kako se radi o simetricˇnoj plocˇi, testira se samo cˇetvrtina plocˇe sa pripadnim
Slika 5.3: Slobodno oslonjena plocˇa[3]






opterec´enjem i rubnim uvjetima simetrije. Tocˇno rjesˇenje progiba u srediˇstu plocˇe je
w=1.94 mm[9].
Na ovome testu pokazana je konvergencija elementa ACMPlate za razlicˇite gustoc´e mrezˇe
konacˇnih elemenata, gdje je N=1..4, gdje N predstavlja broj elemenata duzˇ stranice
plocˇe.
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Konvergencija ACMPlate elementa prikazana je zajedno s konvergencijom QDKTPlate
i Quad1Mindlin elementa, sa i bez reducirane integracije, na slici 5.4. Na slici je pri-
kazana relativna gresˇka u odnosu na tocˇnu vrijednost progiba u srediˇstu plocˇe. Iz slike
je vidljivo da ACMPlate brzˇe i tocˇnije konvergira ka tocˇnoj vrijednosti progiba od QD-
KTPlate elementa, dok je Quad1Mindlin element daleko od tocˇnog rjesˇenja, no ako se
upotrijebi reducirana integracija vrlo brzo se ponasˇa kao QDKTPlate.
Slika 5.4: Konvergencija ACMPlate, QDKTPlate i Quad1Mindlin na pri-
mjeru slobodno oslonjene plocˇe
5.3. Ukljesˇtena greda I profila
Sljedec´i test koji nam je zanimljiv je ukljesˇtena greda I profila[3], prikazan na slici
5.5. Greda I profila je na jednom kraju ukljesˇtena, a na slobodnom kraju je opterec´ena
koncentriranom silom. Geometrija problema je prikazana na slici 5.5, a geometrijske
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i materijalne karakteristike su dane u tablici 5.5. Na testu ukljesˇtene grede I pro-
fila testirani su implementirani elementi za ravninsko stanje naprezanja BasicLSRK3d,
CSSRK3d, te elementi ljuske qshell, qcshell, te postojec´i elementQuad1MindlinShell3d.
Dobiveni su iznosi progiba za razlicˇitu gustoc´u mrezˇe, N=1..16, gdje N opisuje povec´anje
mrezˇe duzˇ x osi, te su usporedeni sa tocˇnom vrijednosˇc´u.
Slika 5.5: Geometrija ukljesˇtene grede I profila[3]
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Slika 5.6: Konvergencija elemenata za ravninsko stanje naprezanja i eleme-
nata ljuske na primjeru ukljesˇtene grede I profila
Na slici 5.6 prikazana je relativna gresˇka progiba na slobodnom kraju grede za ele-
mente za ravnisko stanje naprezanja i elemente ljuske. Medutim ovaj dijagram se ne
mozˇe smatrati pravim dijagramom konvergencije, jer je mrezˇa konacˇnih elemenata pro-
finjavana samo duzˇ x-osi, pa odnos stranica elementa nije povoljan, sˇto mozˇe utjecati na
rezultate. Prikazani rezultati pokazuju ono sˇto se moglo ocˇekivati, implementirane ljuske
imaju brzˇu konvergenciju od Quad1MindlinShell3d elementa. Isti element sa reducira-
nom integracijom, pokazuje identicˇno ponasˇanje kao qshell odnosno BasicLSRK3d. Ta
dva elementa, slicˇno kao i qcshell i CSSRK3d pokazuju identicˇno ponasˇanje, iz razloga
sˇto je u ovom testu dominantno membransko ponasˇanje struka I profila, a samim time
znacˇajan utjecaj imaju cˇlanovi matrice krutosti vezani za 1. i 2. stupanj slobode. Ob-
zirom da su ti cˇlanovi u matrice krutosti pojedine ljuske preuzeti iz pripadnog elementa
za ravninsko stanje naprezanja, njihovo ponasˇanje je identicˇno.
6 Model konstrukcije krila
zrakoplova
U ovom poglavlju c´e na jednostavnom modelu konstrukcije krila zrakoplova biti
izvrsˇena usporedba rezultata dobivenih koriˇstenjem programa OOFEM i Nastran. Mo-
del konstrukcije krila je dimenzioniran i opterec´en prema cˇlanku Multidisciplinary Op-
timization of a Transport Aircraft Wing using Particle Swarm Optimization[12].
Referentno krilo predstavlja tipicˇno krilo transportnog zrakoplova klase Boeing 767[12],
a njegove generalne dimenzije su dane u tablici 6.1. Koriˇstenjem prvog nacˇina modelira-
nja panela krila, prema slici 6.3, modelirano je krilo bez uzduzˇnica. Krilo je modelirano
sa 3 ramenjacˇe i 9 rebara, a umjesto modeliranja uzduzˇnica koriˇsteno je nacˇelo raz-
mazivanja uzduzˇnica na panele[13], odnosno povec´anje debljine oplate, bez modeliranja
uzduzˇnica. Debljina svih dijelova krila je 10 mm. Testirana su dva modela krila, pravo-
kutno i trapezno krilo, sa 3 gustoc´e mrezˇe konacˇnih elemenata, kako bi se vidio utjecaj
nepravilnosti mrezˇe konacˇnih elemenata na trapeznom krilu na rezultate. Krilo je op-
terec´eno prema silama koje su definirane u cˇlanku[12], prema formuli i rasporedu sila po
rasponu, slika 6.1, te rasporedu sila po tetivi, slika 6.2. Sile koje djeluju na napadnom i
izlaznom rubu krila zamijenjene su ekvivalentnim momentima koji djeluju na pozicijama
prednje i strazˇnje ramenjacˇe. Razlog tomu je sˇto je modelirano krilo izmedu prednje i
strazˇnje ramenjacˇe, tzv. torzijska kutija krila.
Provedene su linearno staticˇke analize koristec´i programe Nastran i OOFEM. Za ana-
lize u Nastran-u koriˇsteni su elementi CQUAD4 i CQUADR, a za analize u OOFEM-u
koriˇsteni su prethodno implementirani elementi ljuske qshell i qcshell, te vec´ postojec´i
element OOFEM-a Quad1MindlinShell3d, bez i sa upotrebom reducirane integracije.
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Formula predstavlja izracˇun cˇvornih sila, kao posljedicu aerodinamicˇkog tlaka, gdje i
predstavlja cˇvor, a j tetivu na kojoj se nalazi. Cf je opterec´enje krila, LPj raspored
tlaka po rasponu, slika 6.1, CPi je raspored tlaka po tetivi,slika 6.2, a Si,j povrsˇina
pridruzˇena svakom cˇvoru.
Slika 6.1: Normalizirane sile duzˇ raspona krila[12]
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Slika 6.2: Normalizirane sile duzˇ tetive[12]
Slika 6.3: Tehnike modeliranja panela zrakoplova[13]
6.1. Pravokutno krilo
Pravokutno krilo je modelirano sa 3 razlicˇite gustoc´e mrezˇe, prikazane na slikama
6.4, 6.5, 6.6.
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Slika 6.4: Pravokutno krilo prva gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Slika 6.5: Pravokutno krilo druga gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Slika 6.6: Pravokutno krilo trec´a gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
6.1.1. Prva gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Na slikama 6.7 i 6.8 su prikazani rezultati analiza u Nastran-u i OOFEM-u. U tablici
6.2 su dani rezultati pomaka u smjeru z-osi u cˇvoru na poziciji dodira srednje ramenjacˇe
i gornjake krila, na slobodnom kraju krila.
Poglavlje 6. Model konstrukcije krila zrakoplova 64
Slika 6.7: Pravokutno krilo u Nastran-u
Slika 6.8: Pravokutno krilo u OOFEM-u
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6.1.2. Druga gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Na slikama 6.9 i 6.10 su prikazani rezultati analiza u Nastran-u i OOFEM-u. U
tablici 6.3 su dani rezultati pomaka u smjeru z-osi u cˇvoru na poziciji dodira srednje
ramenjacˇe i gornjake krila, na slobodnom kraju krila.
Slika 6.9: Pravokutno krilo u Nastran-u
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Slika 6.10: Pravokutno krilo u OOFEM-u








6.1.3. Trec´a gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Na slikama 6.11 i 6.12 su prikazani rezultati analiza u Nastran-u i OOFEM-u. U
tablici 6.8 su dani rezultati pomaka u smjeru z-osi u cˇvoru na poziciji dodira srednje
ramenjacˇe i gornjake krila, na slobodnom kraju krila.
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Slika 6.11: Pravokutno krilo u Nastran-u
Slika 6.12: Pravokutno krilo u OOFEM-u
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6.1.4. Rezultati
Na slici 6.13 prikazana je konvergencija prethodno navedenih elemenata za 3 gustoc´e
mrezˇe konacˇnih elemenata, na modelu pravokutnog krila. Iz rezultata je vidljivo da za
element qcshell za najgrublju razinu mrezˇe daje rezultate bliske elementima iz Nastran-
a. Medutim, kako se mrezˇa profinjuje, razlika se povec´ava. Element qshell za najgrublju
mrezˇu daje losˇe rezultate, naspram qcshell elementa, sˇto je posljedica cˇlanova matrice
krutosti od LSR elementa, odnosno CSSR elementa. Element Quad1MindlinShell3d sa
profinjanvanjem gustoc´e mrezˇe se priblizˇava vrijednostima pomaka Nastran elemenata,
s tim da su rezultati primjenom reducirane integracije tocˇniji.
Slika 6.13: Konvergencija elemenata na pravokutnom krilu
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6.2. Trapezno krilo
Trapezno krilo je modelirano sa 3 razlicˇite gustoc´e mrezˇe, prikazane na slikama 6.14,
6.15, 6.16.
Slika 6.14: Trapezno krilo prva gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Slika 6.15: Trapezno krilo druga gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
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Slika 6.16: Trapezno krilo trec´a gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
6.2.1. Prva gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Na slikama 6.17 i 6.18 su prikazani rezultati analiza u Nastran-u i OOFEM-u. U
tablici 6.5 su dani rezultati pomaka u smjeru z-osi u cˇvoru na poziciji dodira srednje
ramenjacˇe i gornjake krila, na slobodnom kraju krila.
Slika 6.17: Trapezno krilo u Nastran-u
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Slika 6.18: Trapezno krilo u OOFEM-u








6.2.2. Druga gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Na slikama 6.19 i 6.20 su prikazani rezultati analiza u Nastran-u i OOFEM-u. U
tablici 6.6 su dani rezultati pomaka u smjeru z-osi u cˇvoru na poziciji dodira srednje
ramenjacˇe i gornjake krila, na slobodnom kraju krila.
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Slika 6.19: Trapezno krilo u Nastran-u
Slika 6.20: Trapezno krilo u OOFEM-u
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6.2.3. Trec´a gustoc´a mrezˇe konacˇnih elemenata
Na slikama 6.21 i 6.22 su prikazani rezultati analiza u Nastran-u i OOFEM-u. U
tablici 6.9 su dani rezultati pomaka u smjeru z-osi u cˇvoru na poziciji dodira srednje
ramenjacˇe i gornjake krila, na slobodnom kraju krila.
Slika 6.21: Trapezno krilo u Nastran-u
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Slika 6.22: Trapezno krilo u OOFEM-u
6.2.4. Rezultati
Na slici 6.23 prikazana je konvergencija prethodno navedenih elemenata za 3 gustoc´e
mrezˇe konacˇnih elemenata, na modelu trapeznog krila. Iz rezultata je vidljivo da za ele-
ment qcshell za najgrublju razinu mrezˇe daje rezultate bliske elementima iz Nastran-a.
Medutim, kako se mrezˇa profinjuje, razlika se povec´ava. Element qshell za najgrublju
mrezˇu daje losˇije rezultate, naspram qcshell elementa, sˇto je posljedica cˇlanova matrice
krutosti od LSR elementa, odnosno CSSR elementa. Element Quad1MindlinShell3d sa
profinjanvanjem gustoc´e mrezˇe se priblizˇava vrijednostima pomaka Nastran elemenata,
s tim da su rezultati primjenom reducirane integracije tocˇniji.
Poglavlje 6. Model konstrukcije krila zrakoplova 75
Slika 6.23: Konvergencija elemenata na trapeznom krilu
6.3. Analiza rezultata dodatnog slucˇaja opterec´enja
Kako bi se otkrio uzrok ovakvih rezultata implementiranih elemenata ljuske, na istim
modelima zrakoplova, pravokutnom i trapeznom krilu, uz promjenu opterec´enja testirani
su implementirani elementi za ravninsko stanje naprezanja BasicLSRK3d i CSSRK3d.
Opterec´enje je mijenjano na nacˇin da su zanemareni momenti koji djeluju na prednju i
strazˇnju ramenjacˇu, iz razloga sˇto ove elemente ne mozˇemo opteretiti momentima, jer
nemaju potrebne stupnjeve slobode. Zbog toga su sa tim, novim opterec´enjem prove-
deni proracˇuni za elemente u Nastran-u , te za elemente implementirane u ovom radu.
Rezultati pomaka u smjeru osi z, na poziciji spoja srednje ramenjacˇe i gornjake, su dane
u tablicama 6.8 i 6.9, a na slikama 6.24 i 6.25 je dana konvergencija pomaka za sve
elemente.
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Tablica 6.8: Usporedba rezultata za razlicˇite elemente i razlicˇite gustoc´e
mrezˇe na pravokutnom krilu
1. MREZˇA 2. MREZˇA 3.MREZˇA
w[m] w[m] w[m]
CQUAD4 1.1084 1.3073 1.4265
CQUADR 1.1094 1.2789 1.3892
qshell 0.7045 0.9653 0.9627
qcshell 1.0564 1.1728 1.0896
BasicLSRK3d 0.7293 1.0649 1.2307
CSSRK3d 1.1078 1.3057 1.4196
Tablica 6.9: Usporedba rezultata za razlicˇite elemente i razlicˇite gustoc´e
mrezˇe na trapeznom krilu
1. MREZˇA 2. MREZˇA 3.MREZˇA
w[m] w[m] w[m]
CQUAD4 0.8034 0.9227 1.032
CQUADR 0.8091 0.9097 1.0095
qshell 0.6092 0.7616 0.7405
qcshell 0.7365 0.8478 0.8057
BasicLSRK3d 0.6256 0.8177 0.9249
CSSRK3d 0.7539 0.9125 1.0209
Iz rezultata je vidljivo, da za razliku od implementiranih ljuski, implementirani elementi
za ravninsko stanje naprezanja konvergiraju ka rezultatima elemenata iz Nastran-a. CS-
SRK3d konvergira brzˇe, kao sˇto je vec´ pokazano. Obzirom da je razlika izmedu eleme-
nata broj stupnjeva slobode, dakle razlicˇite matrice krutosti, mozˇemo zakljucˇiti, obzirom
da se radi o problemu u kojem je dominantno membransko ponasˇanje elemenata ljuske,
da je problem u krutosti vezanoj za stupanj slobode 3. Ocˇigledno je krutost vezana za
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Slika 6.24: Konvergencija elemenata na pravokutnom krilu
Slika 6.25: Konvergencija elemenata na trapeznom krilu
stupanj slobode 3, u matrici krutosti ljuske, ono sˇto utjecˇe na odstupanje rezultata za
implementirane ljuske.
7 Zakljucˇak
OOFEM kao program otvorenog koda je jednostavan za koriˇstenje i prosˇirivanje.
Trenutno stanje implementiranih elemenata i njihove moguc´nosti sugeriraju da je pro-
gram u razvoju. Medutim, jednostavnost implementacije novih elemenata, vrste analiza
koje su omoguc´ene, problemi koji se s programom mogu rjesˇavati, te kvalitetna podrsˇka
korisnika su prednost ovog programa.
Elementi implementirani u ovom radu su pokazali razlicˇito ponasˇanje. Elementi za
ravninsko stanje naprezanja, koji su implementirani prema sˇkolskim, udzˇbenicˇkim pri-
mjerima, pokazali su dobre rezultate. Naime, njihova moguc´nost koriˇstenja u sve 3
ravnine, proizvoljno u prostoru, kao i 3(2+1) stupnja slobode, nadmasˇuju postojec´e
stanje elemenata za ravninsko stanje naprezanja. Prikaz konvergencije elemenata na
razlicˇitim primjerima, pokazuje brzˇu konvergenciju CSSR elementa, no potrebno je tes-
tirati elemente na finijim mrezˇama kako bi se utvrdio pravi karakter ponasˇanja elementa.
Element plocˇe implementiran u ovom radu pokazuje bolje rezultate, tj. brzˇu konvergen-
ciju od postojec´ih elemenata plocˇe u OOFEM-u. Elementi ljuske implementirani u ovom
radu, nastali spajanjem elemenata za ravninsko stanje naprezanja i plocˇe, nisu pratili
rezultate ljuski iz Nastran-a. Uzrok tome mozˇe biti netocˇnost aproksimacije konstruk-
cije primjenom razmazivanja uzduzˇnica po panelima, no prema usporednim rezultatima
sa elementima za ravninsko stanje naprezanja, rijecˇ je o prevelikoj krutosti za stupanj
slobode 3. Ocˇigledno ona ima prevelik utjecaj na pomake, tj. na membransko ponasˇanje
elementa.
Buduc´i rad na unaprijedenju funkcionalnosti OOFEM- a za analizu zrakoplovnih kons-
trukcija mogao bi obuhvatiti sljedec´e aktivnosti koje zbog ogranicˇenog vremena izrade
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nisu mogle biti obuhvac´ene u ovom diplomskom radu:
• implementacija linijskih opterec´enja
• implementacija povrsˇinskih opterec´enja
• implementacija opterec´enja vlastitom tezˇinom
• implementacija cˇetverokutnih (quadrilateral) elemenata ljuske karakteristika slicˇnih
Nastran-ovom CQUADR elementu.
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